
Ìàòåìàòè÷åñêèé áîé

¾Êàê ïîïàñòü â 10 êëàññ?¿

1. Íà ïðÿìîé âûáðàíî 2n + 1 îòðåçêîâ. Êàæäûé èç ýòèõ îòðåçêîâ ïåðåñåêàåò íå ìåíåå n äðóãèõ
âûáðàííûõ îòðåçêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî îäèí èç îòðåçêîâ ïåðåñåêàåò âñå îñòàëüíûå.

2. Ïóñòü R+ � ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Íàéäèòå âñå òàêèå ôóíêöèè
f : R→ R+, ÷òî ïðè âñåõ x, y > 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(x)f(y) = f(xy) + 2007

(
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x
+

1

y
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)
.

3. Íà ñòîðîíàõ BC, CA è AB òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû òî÷êè A1, B1 è C1 òàê, ÷òî îòðåçêè AA1,
BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ïðÿìûå A1B1 è A1C1 ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç âåðøèíó A ïàðàëëåëüíî ñòîðîíå BC â òî÷êàõ C2 è B2 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî
AB2 = AC2.

4. Íàéäèòå âñå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m, n, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó

√
m +
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n

= 2008.

5. Äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x, y, z ∈ [0, 1] äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

x(1− y) + y(1− z) + z(1− x) 6 1.

6. Ðåøèòå óðàâíåíèå
√

x5 + x3 + x− 42 = x
√

2− x.

7. Íàéäèòå âñå òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n, ÷òî êàæäàÿ èç öèôð 0, 1, . . . , 9 âñòðå÷àåòñÿ â äåñÿ-
òè÷íîé çàïèñè ðîâíî îäíîãî èç ÷èñåë 6n, 9n, 13n, ïðè÷åì òîëüêî îäèí ðàç.

8. Ïåðâîãî ñåíòÿáðÿ íà ëèíåéêå âñåõ ëèöåèñòîâ 10-Ì êëàññà âûñòðîèëè â êîëîííó ïî îäíîìó è
êàæäîìó íà ãîëîâó îäåëè êîëïàê æåëòîãî èëè ñèíåãî öâåòà. Êàæäûé ëèöåèñò âèäèò, êàêîãî
öâåòà êîëïàêè ó ëèöåèñòîâ ïåðåä íèì, íî íå âèäèò íè ñâîé êîëïàê, íè êîëïàêè ëèöåèñòîâ
äî íåãî. Ñåðãåé Èëüè÷ ïî î÷åðåäè, íà÷èíàÿ ñ ñàìîãî çàäíåãî ëèöåèñòà (òîãî, êòî âèäèò âñåõ
îñòàëüíûõ), ïîäõîäèò ê êàæäîìó ëèöåèñòó è ïðåäëàãàåò óãàäàòü, êàêîãî öâåòà ó íåãî íà ãîëîâå
êîëïàê. Ëèöåèñòîâ, êîòîðûå íå ñìîãëè óãàäàòü öâåò ñâîåãî êîëïàêà, Ñåðãåé Èëüè÷ îòïðàâëÿåò
ó÷èòüñÿ â 7-é êëàññ.

Êàæäûé ëèöåèñò ñëûøèò, êàêèå öâåòà íàçûâàþò ëèöåèñòû ñçàäè íåãî, è ñëûøèò âåðäèêò Ñåðãåÿ
Èëüè÷à (óãàäàë èëè íåò).

Ïåðåä íà÷àëîì ëèíåéêè ó ëèöåèñòîâ åñòü âîçìîæíîñòü îáñóäèòü è äîãîâîðèòüñÿ î ñòðàòåãèè
óãàäûâàíèÿ. Êàêàÿ ñòðàòåãèÿ ïîçâîëèò íàèáîëüøåìó ÷èñëó ëèöåèñòîâ ãàðàíòèðîâàííî (íåçà-
âèñèìî îò óäà÷è) ïîïàñòü â 10 êëàññ?

9. Íàéäèòå âñå òàêèå ôóíêöèè f : R→ R, ÷òî ïðè ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ x, y âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî

xf(y) + yf(x) = (x + y)f(x)f(y).

10. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD íà ñòîðîíàõ AB è CD âûáðàíû òî÷êè K è N ñîîòâåò-
ñòâåííî òàêèì îáðàçîì, ÷òî CK = DK è AN = BN . Ïóñòü BN ∩ CK = S, AN ∩ DK = M ,
ïðè÷åì KM = KA, NM = ND. Áèññåêòðèñû óãëîâ ABN è DCK ïåðåñåêàþò îòðåçêè KD è
NA â òî÷êàõ Q è R ñîîòâåòñòâåííî.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ NA ñîäåðæèò áèññåêòðèñó óãëà SND.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè S, Q è R ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.


