
Ìàòåìàòè÷åñêèé áîé

¾Âñå ìîãóò êîðîëè. . . ¿

1. Íà ñòîðîíàõ BC, AC, AB òðåóãîëüíèêà ABC îòìåòèëè òî÷êè A1, B1, C1 ñîîòâåòñòâåííî òàê,
÷òî ∠AC1B1 = ∠B1A1C, ∠BA1C1 = ∠C1B1A, ∠CB1A1 = ∠A1C1B. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AA1,
BB1, CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

2. Ïóñòü n � òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî óðàâíåíèå xy = n(x + y) èìååò ðîâíî 2007 ïàð (x, y)
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ åãî ðåøåíèÿìè.

Ìîæåò ëè n áûòü òî÷íûì êâàäðàòîì?

3. Â îêðåñòíîñòè Ïóïà Çåìëè ðàñïîëîæåíî êîðîëåâñòâî Ïóïçåìåëüå, êàðòà êîòîðîãî âûãëÿäèò
êàê øàõìàòíàÿ äîñêà 8× 8. Êàæäûé äåíü øàõìàòíûé êîðîëü Ïóïçåìåëüÿ Ïóïèé XIII âûõîäèò
èç çàìêà (êîòîðûé ðàñïîëîæåíâ â îäíîé èç êëåòîê), îáõîäèò ñâîè âëàäåíèÿ è âîçâðàùàåòñÿ
îáðàòíî â çàìîê.

Ïðè ýòîì Ïóïèé äâèãàåòñÿ êàê è ëþáîé äðóãîé øàõìàòíûé êîðîëü, íî ó íåãî åñòü îòëè÷èòåëü-
íàÿ ÷åðòà: îí ëþáèò ðàçíîîáðàçèå è ïîýòîìó íèêîãäà âî âðåìÿ îáõîäà íå ïðîõîäèò äâàæäû ïî
îäíîé êëåòêå.

Ïðèäâîðíûå ñòàòèñòèêè Ïóïèÿ ïîäñ÷èòàëè êîëè÷åñòâî ¾äèàãîíàëüíûõ¿ õîäîâ, êîòîðûå äåëàåò
êîðîëü âî âðåìÿ îáõîäà, è îáíàðóæèëè, ÷òî ýòî ÷èñëî íåèçìåííî ÷åòíîå, ÷åì èçðÿäíî ðàñ-
ñòðîèëè Ïóïèÿ, êîòîðûé ëþáèò ðàçíîîáðàçèå. Åñòü ëè ó íåãî âîçìîæíîñòü ðàçíîîáðàçèòü ñâîé
ïðîìåíàä è ñîâåðøèòü âî âðåìÿ îáõîäà íå÷åòíîå ÷èñëî ¾äèàãîíàëüíûõ¿ õîäîâ?

4. Ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [0; 1], ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ è ïðè âñåõ x ∈ [0; 1]
óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó f(x + f(x)) = f(x). Äîêàæèòå, ÷òî f(x) ≡ 0 íà [0; 1].

5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë a1, a2, . . . , an òàêîâà, ÷òî a1 = 0, |a2| = |a1 + 1|, . . . , |an| = |an−1 + 1|.
Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå âñåõ ÷èñåë íå ìåíüøå −1/2.

6. Íàéòè âñå f : R→ R, êîòîðûå ïðè âñåõ x, y ∈ R óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó

f(x + y) = {f(x)}+ {f(y)}.

({a} = a− [a] � äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà a.)

7. Ïóñòü a, b, c > 0, abc = 1. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî

1

1 + a + ab
+

1

1 + b + bc
+

1

1 + c + ca
= 1.

8. Íàéäèòå âñå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m, n, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó

1! + 2! + . . . + m! = n2.

9. Òðè îêðóæíîñòè îäèíàêîâîãî ðàäèóñà ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó H; A, B è C � òî÷êè èõ ïîïàðíîãî
ïåðåñå÷åíèÿ, îòëè÷íûå îò H. Äîêàæèòå, ÷òî H � îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ABC.

10. Ïóñòü x è y � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ x + y = 1. Äîêàæèòå, ÷òî(
1 +

1

x

) (
1 +

1

y

)
> 9.


